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Abstract: Under the generalized barycentric coordinates theory, we propose a new method to solve the 
problem of approximating a given function on the planar domain. To accomplishing this, an optimal 
piecewise function which based on the generalized barycentric coordinates is constructed. We use the 
Voronoi tessellation to create a partition of the domain, then an energy function that measures the 
approximation error is built. After deriving the gradient of the energy function, an efficient optimization 
method is adopted to update the tessellation. The optimal piecewise function will be constructed from 
the optimal tessellation. Due to its good ability of approximating discontinuous functions, our method 
can be applied to image approximation field. In order to demonstrate its efficacy, some experiments on 
analytic functions and color images are designed, which have produced good results. 









   







































1  相关研究和背景 


















































合图像。Lecot 和 Lévy[7]将 Cohen-Steiner 等[15]的框
   





















2R  中，有 N 个位置互异的节点组成的集合
1{ }
N
i iX x ，则在欧式距离度量下，节点 ix 对应的 
Voronoi 区域为： 
 ,i i jV x j i     ≤x x x x  






个 Voronoi 剖分。一般来说， iV 是一个凸的多边形
区域，同时作为的一个子区域，可另外标记为 i ，
1, ,i N  。 
本文方法基于广义重心坐标，其包括均值坐标
(mean value coordinates, MVC) [18]、调和坐标
(harmonic coordinates, HC)[19]、格林坐标(Green 
coordinates, GC)[20]和 Wachspress 坐标[21]。MVC 将
多边形内的任意点表达为多边形各个顶点的线性 
组合，因此在多边形内部具有良好的光滑性，在顶
点处则是 0C 连续。假设在一个任意的平面多边形 


















其中， 0, 1, ,k iC k m ≥ ，  kC q 代表点 q在该多边





















图 1  多边形内的点相对各个顶点的权值分布 
（最右边的子图是颜色条，图中红色代表权值越大， 
蓝色代表权值越小） 
2  基于广义重心坐标的分片函数逼近 
2.1  能量函数的定义 
设函数  f x 是定义在二维紧致区域 中的函







重心坐标理论，在任意一个 Voronoi 多边形区域 
内 都 可 以 构 建 一 个 定 义 在  中 的 函 数 







x x ，其中 , 1, ,k ik m   表示多边 
形的顶点 kp 在该函数中的取值，其余符号的意义同 
重心坐标部分。 k 具有良好的几何意义，即在该平 
面多边形中，顶点 kp 的高度值， 1, , ik m  。 
    于是在每个子区域 i 中，  f x 都可以用一个
新函数  iH x 来逼近。建立一个衡量逼近误差 
的函数，即每个子域上误差的累加和，表达为： 
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E H T f H
 

  x x x
    
(1) 
将该函数称为本文的能量函数。将目标转化成求解 
该函数的极小值，以获得逼近  f x 的最优分片函
数。 
对能量函数来说，最优的概念包含两部分：对 
区域 的剖分最优和在每个子域 i 上对应的函数
最优。当剖分确定时，子域 i 上对应的最优函数 
 iH  x 满足下式： 
      2arg min d
i
i iH f H

 
 x x x x  
即  iH  x 是能使 i 上的逼近误差达到极小的函数。
因此  iH  x 的参数 1 , , im   可通过下列过程来求
得。 
在子域 i 上的逼近误差： 








i i k k
k
E f H f x C
 

     
 
 x x x x x  
分别对 , 1, ,k ik m   求偏导，并令其为 0，得： 
      
1





k k l i
kl
E
f C C l m
  
         
 x x x x  
整理得： 
        
1




k k l l i
k
C C x f C l m
 

    
 
  x x x x x
(2) 
解该线性方程组就可以得到 1 , , im   。 
因此 i 上的最优函数  iH  x 仅依赖于剖分。而 
唯一决定 Voronoi 剖分的就是节点的位置，所以可 





 x 看做唯一变量，重写能量函 
数为： 







E X f H x
 
  x x






2.2   E X 梯度的计算 
用 iJ 表示与 i 相邻的 Voronoi 多边形对应的节
点的序号集合。为了推导  E X 对节点 ix 的导数，
只需要考虑在  E X 中与 ix 相关的项。因此，能量
函数对 ix 求偏导： 














    x x xx x





假设 tD 是一个在时间 t 上光滑连续的二维区域， 
 , , tg t Dx x 是定义在 tD 上的一个函数。将一个在
区域边界 tD 上的点的速度矢量表示为 x t  v ，
用 n代表该边界上指向外的单位法向量。一般的 
Leibniz 规则[23]是： 
     
,d , d d , d
d t t tD D D
g t






x x x v n  
其中， ds是在封闭的边界曲线 tD 上的弧长单元。
因此，在式(4)中应用 Leibniz 规则，得到： 














   x x xx x  









    

xx x x x n
x
 (5) 
其中， ij i j    ，是 i 与 j 的公共边。 
式(5)右边的第一项，根据包络定理[24]可以得
到： 








 x x xx  







    
 
x x
x x x  
则等式两边对 ix 求偏导，得到： 
 j i i
i

   





   j i i
i i j i j i
  
   
   
x x x xx xn
x x x x x x
 
其中，  代表模长，将该式代入到式(5)中，得到： 
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于梯度信息的优化方法来优化点集 X 的分布。 
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i 是节点 ix 的
初始步长。    0i ik area   ，其中 k是缩放参数，





算法 1. 基于重心坐标的分片函数逼近 
输入. 函数  f x ，初始点集 X ，最大迭代次数 maxJ  
输出. 点集 X 的最优Voronoi剖分和对应的最优函数集
合 , 1, ,iH i N
    
(1) 计算点集 X 的 Voronoi 剖分 
(2) 计算点集的初始步长 
(3) DO 
计算当前点集 X 的Voronoi 剖分和对应的最优
分片函数 
计算能量函数的梯度 
根据优化方法更新点的位置，仍记为 X  
WHILE 迭代次数小于 maxJ  




















值。新的颜色值可能会越界（大于 255 或小于 0），
因此将其截断在 0~255 范围内，即大于 255 的值设
为 255，小于 0 的值设为 0。再把计算得到的颜色
值填充到该像素中。重复该过程即可得到拟合图
像。拟合图像与原图像的相似程度可以用峰值信噪
比(peak signal to noise ratio, PSNR)来衡量。理论上，
PSNR 值越高，两幅图相似程度越大。 
3  实验结果 
本文算法使用了 C++编程语言。所有的实验都
是在 Intel I5 3.1 GHz CPU和 4.0 GB内存的 PC机进
行的。其中，使用计算几何(computational geometry 














图 2 和图 3 是本文算法对一般解析函数的剖分
图。图 2 所示为算法对连续函数： 
   , sin ,  1 , 1f x y x y x y   ≤ ≤  
的剖分结果。该函数在 0x y  处是 0C 连续的，从
图中可以看到，Voronoi 剖分的分布具有规律性，
虽然函数是连续的，但在 0x y  处函数值变化较
大，剖分很敏锐地捕捉到了这一特点。其他地方基
本上沿着函数的梯度方向分布。 
图 3 所示则是算法对不连续函数： 
      sin 0.5 cos , 0.5 , 0.5, 1 , 1
1,xy
x y x y
f x y x y
e
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图 2  本文算法逼近连续函数的结果 
 






绿和蓝色通道分离出来，视为 3 个不连续的函数， 
 r x ，  g x 和  b x 。为了在图像中同时逼近这 3 
个函数，把能量函数修改为： 







E X r R g G b B  


      x x x x x x x 
其中，  R x ，  G x 和  B x 分别是对函数  r x ，
 g x 和  b x 的最优函数。这个能量函数的导数推 
导过程与 2.2 节类似，算法 1 仍然可以执行。图 4
是本文算法的流程，图 5~8 是算法的结果，所有列









般的 Voronoi 多边形的顶点个数在 5~7 之间，以自
由度来看，本文方法与文献[3]中的二次逼近（6 个
















不同类型的重心坐标做了比较。图 6 分别是 500、 
1 000 和 2 000 个剖分执行算法后生成的拟合图，从











   











(a) 输入图像       (b) 初始剖分及其拟合图像  (c) 迭代 20 次的中间结果  (d) 迭代 150 次的最后结果 








(a) 原图像          (b) 文献[3]中的线性方法   (c) 文献[3]中的二次方法       (d) 本文方法 
图 5  本文方法与文献[3]方法的比较 








(a) 500 个剖分                    (b) 1 000 个剖分                   (c) 2 000 个剖分 
图 6  不同剖分数量对结果的影响 










(a) 使用均值坐标                                  (b) 使用 Wachspress 坐标 
图 7  相同的初始化 
（使用不同的重心坐标对结果的影响，剖分数量 1 000, PSNR 值分别为(a) 23.969 dB, (b) 23.65 dB） 
   









(a) 原图像 1              (b) 结果 1               (c) 原图像 2               (d) 结果 2 
图 8  本文算法实验结果 









表 1  运行时间统计 
图号 图像分辨率 剖分数量 Jmax 时间(s) 
2 - 500 
150 
68.350 
3 - 650 91.097 
4 384512 500 172.367 
5 512512 1 000 237.590 
6 1 024768 
500 642.579 
1 000 670.526 
2 000 706.331 




8(b) 512512 239.712 
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